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Liouville, aujourd’hui et demain
Norbert Verdier & Alexandre Moatti

1 Ce court article n’a pas pour ambition de percevoir ce que sont devenues les multiples

voies ouvertes par Liouville mais simplement de « faire sentir » quelques brèches qu’il a

ouvertes. Ces exemples nous montrent que la pensée multiforme de Liouville a percolé

jusqu’aux mathématiques d’aujourd’hui et de demain. 

 

La transcendance : la méthode de Liouville (1844)
relue par Michel Waldschmidt 

2  Nous avons vu avec Michel Mendès-France la démonstration de Liouville à propos de

l’existence de nombres transcendants. Il  y a quelques années, nous avions interrogé

l’arithméticien Michel  Waldschmidt sur la postérité de cette démonstration.  Il  nous

avait alors longuement parlé des travaux de Hermite, postérieurs d’une génération à

ceux de Liouville, et nous avait confié :

« Une autre voie pour démontrer la transcendance de certains nombres provient de
la  démonstration  de  Liouville,  qui  est  le  premier  en  1844  à  avoir  construit
explicitement des nombres transcendants (on ne savait pas encore qu’il en existait :
la  démonstration  non  constructive  par  Cantor  de  l’existence  de  nombres
transcendants n’est venue qu’en 1873). La démonstration de Liouville est l’une des
rares preuves de transcendance qui soit facile [cf. article de Michel Mendès-France]
à exposer ; même la démonstration de l’irrationalité du nombre demande pas mal
d’efforts  –  je  n’en  connais  pas  qui  soit  vraiment  facile  et  limpide.  Malgré  sa
simplicité, la méthode de Liouville a donné lieu à des travaux profonds, mais pas
immédiatement :  c’est  seulement  au  tout  début  du  XXe  siècle  que  les
développements  sont  apparus.  Les  travaux  de  Maillet  sur  ce  qu’il  a  appelé
« nombres de Liouville » ne sont pas très profonds, en revanche les recherches de
Thue, puis de Siegel, suivis par Roth dans les années 1950, puis par Schmidt vingt
ans plus tard, conduisent à des théorèmes difficiles sur l’approximation de nombres
algébriques, dont les retombées sont formidables. Les développements des travaux
de Hermite d’une part, de Thue d’autre part, fournissent les deux outils les plus
puissants dont on dispose actuellement sur le sujet. » [Waldschmidt, 2005]
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3  Pour  en  savoir  plus  sur  les  questions  (nombreuses)  concernant  la  notion  de

transcendance,  nous  renvoyons  à  différents  travaux  de  Michel  Waldschmidt

[Waldschmidt, 1983 & 2000]. 

 

Le problème de Waring : de Liouville (1859) à
Balasubramanian, Deshouillers & Dress en 1986 

4 Dans son cours au Collège de France de 1859, Liouville revisite le célèbre problème de

Waring (1770) consistant à se demander si, pour tout entier naturel k, il existe un entier

naturel s tel que tout entier soit la somme d’au plus s puissances kième d’entiers.

5 Pour chaque k, notons le plus petit s par g(k). Nous avons g(1) = 1. À titre d’exemple, on

montre par quelques calculs élémentaires que 7 requiert 4 carrés, 23 requiert 9 cubes,

et 79 requiert 19 puissances quatrièmes. Waring conjectura que ces valeurs étaient les

meilleures possibles. Le théorème des quatre carrés de Lagrange – daté également de

1770  mais  conjecturé  par  Fermat  en  1640  et  qu’on retrouve  mentionné  dès  1621  –

affirme que chaque nombre naturel est la somme d’au plus quatre carrés autrement dit

que g(2) = 4. Dans son cours au Collège de France, Liouville montre que g(4) vaut au plus

53.  Il  n’a  pas  publié  son  résultat  mais  Victor-Amédée  Lesbegue  l’annonce  dans  ses

Exercices d’analyse numérique en 1859 [Lebesgue, 1859, 112-115].

6  Le  problème  n’avance  plus  pendant  plus  de  cent  vingt  ans.  En  1984,  Jean-Marc

Deshouillers fait le point sur le problème de Waring pour les bicarrés [Deshouillers,

1984].  Il  annonce  qu’il  a  démontré  avec  deux  de  ses  collègues  que  g(4) =  19.  La

démonstration paraît en 1986. [Balasubramanian ; Deshouillers & Dress, 1986a & b].
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Nombre de représentations d’un nombre entier positif comme étant

la somme de douze nombres triangulaires : de Liouville (1858) à

McAfee & Williams en 2006.

 

Les opérateurs de Liouville en physique quantique

7 Le travail d’analyse qu’a mené Liouville autour de l’équation de la chaleur de Fourier (et

dont  A.  Juhel  nous  montre  un aperçu avec  le  théorème de  Sturm-Liouville  dans  le

présent Bulletin) est aussi utilisé dans sa plus grande généralité en physique quantique,

pour  certaines  résolutions  de  l’équation de  Schrödinger.  Comme le  rappelle  Claude

Cohen-Tannoudji dans son cours au Collège de France1, l’espace des opérateurs agissant

sur l’espace E des états d’un système quantique est appelé « espace de Liouville » et

noté L
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8 Il est défini, dans cet espace d’opérateurs, un opérateur particulier, le Liouvillien (ou

« opérateur de Liouville ») : à partir de l’opérateur hamiltonien H agissant dans l’espace

des états  E,  on définit  l’opérateur de Liouville  L  agissant dans l’espace L.  Il  permet

d’écrire différemment certaines équations fondamentales de la physique quantique –

comme celle  de Schrödinger déjà citée ou celle  des  observables  de Heisenberg –  et

d’aider à leur résolution :

9  On constate ainsi  la  puissance des outils  créés par Liouville  en analyse,  utilisés en

physique  mathématique :  les  apports  de  Liouville  à  la  résolution  de  l’équation

différentielle de la chaleur sont de nos jours utilisés pour la résolution des équations

différentielles de la physique quantique.

(Norbert Verdier est l’auteur des trois premières parties et 

Alexandre Moatti de la dernière)

 

En guise de conclusion 

10  Ces  quelques  exemples  étaient  là  pour  signifier  la  présence  de  Liouville  dans  nos

mathématiques d’aujourd’hui.  De multiples autres exemples auraient pu être choisis

aussi bien en mathématiques pures qu’en mathématiques appliquées. Si nous avions

étendu nos choix aux résultats annoncés ou pressentis dans son Journal ce sont des

dizaines de chemin que nous aurions pu tracer entre les mathématiques d’hier – celle

du XIXe – et celles d’aujourd’hui et de demain. Sans avoir à proprement parlé « fait

école », Liouville, seul ou par les auteurs qu’il a publié, a ouvert de multiples voies en

achevant certains problèmes ou en ouvrant les esprits à de nouveaux questionnements.
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NOTES

1.  Par  exemple  http://www.phys.ens.fr/cours/college-de-france/1975-76/1975-76.htm Année

universitaire  1975-1976,  « Émission  spontanée,  relaxation  et  équation  pilote »,  8°  leçon.  Les

encarts donnés ici sont extraits du cours de Claude Cohen-Tannoudji au Collège de France.
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